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CHAPITRE DEUX

SERIES NUMERIQUES

2.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 2.1.1 Soit une suite (x,)n,>1 de nombres réels ou de complezes.

a) A cette suite, on associe la suite (Sk)r>1 ( 0u (Sk)k>0) telle que
VEeN", Sp=x1+xo+...+x (oubien Sp=x9+z1+ ...+ xk)

Le nombre Sy, est appelé la somme partielle de rang k de la série de terme général
Tl -
b) On dit que la série de terme général x,, converge lorsque (Sk)k>1 converge. La
+00
limite S de Sy est appelée la somme de la série et on la note an ; Le nombre

n=1
r, =S — S, est appelé le reste de rang n.

¢) La série de somme partielle Sy, diverge lorsqu’elle n’est pas convergente.

Proposition 2.1.1 (Critére de Cauchy)
La série de terme général x, est convergente si, et seulement si, Ve > 0, AN € N/N <
n<mona

1S — Su| = |Tn1 + Tpao + oo + x| < e

Preuve
On utilise le critére de Cauchy pour les suites de réels ou de complexes : une suite converge
si, et seulement si, elle est de Cauchy. [

Remarque 2.1.1 Si la série de terme général x,, converge, alors la suite (x,), — 0
lorsque n — —+o00.
Autrement dit si x, /> 0 alors S, ne converge pas.

Proposition 2.1.2 Soient (x,)n>1 €t (Yn)n>1 deux suites :

a) Si ces deux suites prennent la méme valeur & partir d’un certain entier N, alors,

E Iy converge 87;, et seulement Si, E Yn cConverge.
n>1 n>1
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14 Séries a termes réels positifs

b) Si Z T, et Z Yn convergent, alors la série de terme général \x,, + y, converge

n>1 n>1

VA € C (ouR) et

+o0 +o0 +oo
Z()\xn +Yn) = /\an - Zyn.
n=1 n=1 n=1

2.2 Séries a termes réels positifs

Nous rasemblons dans ce théoréme ci-dessous quelques propriétés importantes de
convergence des séries a termes positives.

Théoréme 2.2.1

a) Six,>0,Yn, E x, converge si, et seulement si, (Sk)k>0 est magjorée.
n>0

b) Soient x, >0 ety, >0 Vn et
b-1) SiVn, x, < y,, alors Zyn converge = an converge.
n>0 n>0
b-2) Si x, ~ yp (n — +00)

AZOTS, E T, converge <— E Yn CONvVErge.
n>0 n>0

¢) Soit f une fonction décroissante de [1,+o00[— [0,+00] la série de terme général
+o0

x, = f(n) converge si, et seulement si, l’intégrale f(t)dt est convergente.
1

d) Soit (z,,), une suite de réels > 0.

i) Sl existe a > 1 tel que la suite (n®x,,), est majorée , alors an converge
n>0

i) Sl existe o < 1 et ¢ > 0 tels que la suite (n®x,), est minorée par c, alors

Z x, diverge.

n>0

Théoréme 2.2.2 (Reégle de Cauchy )
Soit (x,)n>1 sune suite de réels positifs.
a) S’il existe a <1 et N € N tels que Vn > N, on a
(z,)"" < a= Zmn converge.
n>0
b) SivneN, ()" > 1= -z, diverge

¢) Si (z,)"" =1, on ne peut conclure.
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Preuve

Dans 'hypothése a) on a 0 < z, < a" pour n > N d’ou la convergence de la série par
comparaison avec le terme général d’une série géométrique de raison a € [0, 1[.

Dans 'hypothése b) la série diverge car son terme général ne tend pas vers 0. O.

3=

Remarque 2.2.1 La régle de Cauchy peut étre formulée en utilisant L = liril sup(xy,)n.
n——+0oo

— S1 L <1 la série de terme général x,, est convergente.
— Si L > 1 la série de terme général x,, est divergente.
— 51 L =1 il est impossible de conclure.

1 1
Exemple 2.2.1 Lorsque x,, = —, la série de terme général x,, diverge et on a lim — = 1.
n n—-+oo nn

1 ‘ .
Lorsque x, = ot la série de terme général x,, converge et on a lim,,_, ., — = 1.

nn

Exemple 2.2.2 Ftudions, en fonction du réel x > 0, la nature de la série de terme

général
<2n - 1)2" .
Ty = x".
n+1

(:cn>i:<2”_1)2x et lim ()

n -+ 1 n—-4o0o

S|=

= 4z.

Lorsque x < 1 la série est convergente, lorsque x > 1 la série est divergente, lorsque

1
r=—ona
4 2 2
o2n—1\™" 3 "
Ty = =11-

2n + 2 2n + 2
donc lirf z, =e >, et la série est divergente car son terme général ne tend pas vers 0.
n—-+00

Théoréme 2.2.3 (Régle de d’Alembert )
Soit (x,), une suite de réels positifs

Ty
a) s’il existe a <1 et N € N tel que ¥Yn > N, on a H<g= an converge
Tn n>0
b) s’il existe M € N tel que Ym > M, on a x’;% > 1, alors an diverge.
n>0

Preuve

Dans I’hypothése a) on a, pour chaque entier n > N, 0 < z, < awr,_; donc z, <
z—xa" ce qui entraine la convergence de la série considérée par comparaison avec une série
géométrique dont la raison a €]0, 1[.

Dans I’hypothése b) la série est divergente car son terme général ne tend pas vers 0. [J.
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16 Série absolument convergentes

Remarque 2.2.2 Notons L = lim sup et (= lim inf 2L

n—-+oo Ty n—-+oo T
— Lorsque L < 1 la série est convergente.

Tnt1

— Lorsque € > 1 la série est divergente.

T
— Lorsque L = € = 1, c’est a dire lorsque la suite ( H) tend vers 1 on ne peut
Ty /),
1
conclure comme le montre les deux exemples v, = — el y, = —.
n n

Exemple 2.2.3 Etudions, en fonction du réel x > 0, la convergence de la série de terme

général
Logn+1 "
T, = x".
vn+ Logn+1
Nous observons que
Logn+1 Logn ] ol
~ orsque N 0.
vn+ Logn+1 NLD 1
. Logn o
Introduisons y, = x™. 1l est évident que x,,y, > 0 et que x, ~ Yy, quand n — +o00.
n

Nous avons, pour tout n > 2,
Yorr _ Logln+1) [ n
vy,  Logn n+1"

) tend vers x quand n tend vers +oo.
n>2

UYUn+1
Yn

1l s’ensuit que la suite (

La série de terme général y,, est donc convergente lorsque 0 < x < 1 et divergente lorsque

x > 1. Elle est aussi divergente pour x = 1 car dans ce cas y,, > — pour n > 3.

\/ﬁ
2.3 Série absolument convergentes

Définition 2.3.1 On dit que Z T, est absolument convergente si la série Z |z,| converge.

n>0 n>0
+oo
Remarques 2.3.1 a) Toute série absolument convergente est convergente. Si E Tp
n=1

est absolument convergente, alors
+oo +00
n=1 n=1

b) Une série peut étre convergent sans étre absolument convergente. Une telle série
est dite semi-convergente.
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Exemple 2.3.1 La série de terme général x, = % ( ¢’est un cas de suite alternée )

Théoréme 2.3.1 ( d’Abel )
Soit (x,,)n>1 une suite telle que x, = €,a,. On suppose

i) 3A >0 tel queVn>1, |>"_ a,| < A.
i) 3% |(en — €ny1)| est convergente ( absolument convergente )

iii) (en)n>1 — 0 lorsque n — 400, alors Y ., x, est convergente.

Preuve
Nous allons montrer que la suite des sommes partielles (s,,), de la série de terme général
x, est de Cauchy. Effectuons une transformation d’ Abel de s, — s, pour n < m, nous
obtenons

8m — 8n| < Allent1 — €ngal + -+ lemo1 — &ml| + |enm]]-

€
Donnons-nous un réel € > 0. Il existe un entier N; tel que p > N; implique ¢, < EVE Il
€

existe un entier Ny tel que Ny < p < ¢ implique |ep11 — €pto| + -+ + |64 — €g11] < 3

Pour max(Ny, No) < n < m nous avons |s,, — s,| < e. O

Définition 2.3.2 On dit qu’une suite (x,), de réels est alternée si, pour chaque entier
n, on a T, = (—1)|x,|.

Théoréme 2.3.2 (Condition suffisante de convergence pour les séries alternées )

Soit ©,, une suite alternée réels. La série E x, est convergente si la suite (|z,|), est
n>1
décroissante et converge vers (.

Preuve
On applique le théoréme d’Abel avec a, = (—=1)" et g, = |z,|. O

(="
NG
(=1)"
NG

n
+ — est divergente ; néanmoins
n

Exemple 2.3.2 — La suite ( ) vérifie les hypotheses du théoreme précé-
n>1

dent, la série de terme général

est donc convergente.

1)
\/ﬁ
(1" (-yr 1
Vi TV Tn

On a ainsi Uexemple de deux suites équivalentes au voisinage de +oo, l'une étant

— La série de terme général

(n — +00)

le terme général d’une série convergente, ['autre non.
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18 Espaces de suites

2.4 Multiplication des séries

Nous avons plusieurs maniéres de définir le produit de deux séries; chacune d’entre-
elles correspondent & un objectif précis. La définition suivante donne I'une des maniéres.

Définition 2.4.1 On appelle série produit de la série de terme général x, et de la série

n
de terme général y, la série de terme général w, = g ThlYn—k-
k=0

Théoréme 2.4.1

S Z T, et Z Yn Sont absoluments convergentes, Z w, définit par w, = Z:ckyn,k
k=0

n>0 n>0 n>0
est absolument convergente et

Preuve

Notons u,, = E |2k ||yn—k| Nous avons, pour un entier n quelconque, |w,| < u,, et

Sl < w3 [z mnyk_l\] . (zw) (z |yn|) o)

d’ou la convergence de la série de terme général u,, et la convergence absolue de la série
de terme général w,.

Etablissons (2.1). Notons W, = Zwi, X, = Z:ci, Y, = Zyi et U, = Zul Nous
=0 =0 =0 i=0
allons montrer que la suite (W,, — X,,Y},),>0 tend vers 0.

Notons

Co={(1,7);0<i< et 0<j<n}
An={(i,j) € Cp;0 < i+ j <n}
Nous avons

(4,4)eCr\An

d’ou le résultat car la suite (U,),>o est de Cauchy. OJ.

2.5 Espaces de suites

Proposition 2.5.1 [, est un espace vectoriel.
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a) Pour x = (xp)n>1 € 1, posons

400 1/p
|z, = <Z \ﬂfn\p> lorsque 1 < p < +o0

n=1

et

[2]loc = sup [z].
n

b) || |, est une norme sur l,.

Proposition 2.5.2 (Inégalité de Holder)

= (Tn)ys1 €lp Y= (Yn),>, € ly 0t % + z% =1, alors
+oo
D1yl < lllplynlly-
n=1

N.B. : linégalité de Cauchy-Schawarz correspond au cas p = 2.

Proposition 2.5.3 (Inégalité de Minkowski)
Soient p > 1 un réel, © = (p)n>1,Y = (Yn)n>1 € 1, alors

[z +yllp < llzllp + [[Yllp-

N.B. : Pour chaque réel p > 1, || ||, est une norme sur [,.
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CHAPITRE TROIS

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

3.1 Convergence simple, convergence uniforme pour les
suites de fonctions

Soit A un ensemble non vide et (f,),>1 une suite de fonctions définies sur A.
Définition 3.1.1 a) On dit que la suite (f,), est simplement convergente sur A si,
Vo € A, la suite (fn(z)), converge.

b) On dit que la suite (fn), est uniformement convergente sur A. S’il existe une
fonction f a valeurs réelles ou complexes définie sur A telle que Ve > 0,AN € N
tel que¥n > N etVr € A, on a |f(x) — fu(z)| <e.

Théoréme 3.1.1

( Critére de Cauchy )

Une suite (f,)n de fonctions réelles ou compleze définie sur un ensemble A et unifor-
mement convergente si, et seulement si, Ve > 0, AN tel que Vx € A et Vp,q tels que

N <p<gq,onalfy(z)— fy(z)] <e

Preuve

.

Théoréme 3.1.2 On suppose que (A, d) est un espace métrique et que (f,), est une suite
de fonctions réelles ou complexes continues qui converge uniformement sur X wvers une
fonction f. Alors f est continue.

Preuve

.

Théoréme 3.1.3 Soient —0o0 < a < b < +00 et (f,)n>0 une suite de fonctions réelles ou
complezes de classe CV. On suppose :

i) Jxg €la,b| tel que (fr(x,))n>0 converge.
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22 Convergence simple, convergence uniforme pour les suites de fonctions

i) la suite (f,), est uniformement convergente sur |a,b[ vers une fonction g.

Alors, (fy)n converge uniformement sur |a, b] vers une fonction f qui est de classe CV) et
qui vérifie f' = g.

Preuve

.

Théoréme 3.1.4 Soient —oo < a < b < 400, xg € [a,b] et (f)n>0 une suite de fonctions
réelles ou complexes continues qui converge uniformement sur [a,b] vers f. On définit

F(z) = /I f(®)dt et F,(z)= /93 fu(t)dt sur [a,b]

Alors, (F,(x)),, converge uniformement vers F' sur [a, b].

Preuve

.
D’ou la proposition suivante des intégrale dépendant d’un paramétre )

Proposition 3.1.1 Soient f : [a,b] X [a, 5] = R( ou C). Alors F(x) = fff(x,t)dt est
continue

F : [a, 5] = R( ouC)
Définition 3.1.2 Preuve

Ul. On dit que la famille d’intégrales (f:oo f(x, t)dm) est uniformement convergente
teT
st, et seulement si, Ve > 0, dxg > a tel que YVt € T el Y > x¢, on a

+00
| f(z,t)dx| <e.

x

Théoréme 3.1.5 ( Condition suffisante de convergence uniforme d’une famille d’inté-
grale )
S’il existe g [a, +oo[— [0, 4+00] dont lintégrale est convergente et tel que ¥Vt € T etV > a,

on a |f(z,t)] < g(x), Alors la famille d’intégrales (f:oo f(x,t)dx) . est uniformement
te

convergente.
Preuve

0.
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3.2 Série de fonctions

(fn)n>1 une suite de fonctions réelles ou complexes définie sur A. Soit (S,),>1 telle
que Sn = 2221 fk:

Définition 3.2.1 On dit que ), -, f est simplement convergente sur A si la suite (Sk)n>1
est simplement convergente. -

Y o1 fo est uniformement convergente sur A sila suite (Sy,)n>1 est uniformement conver-
gem?e sur A.

Définition 3.2.2 ( Critére de Cauchy )
ano fn est uniformement convergente sur A si, et seulement si, Ve > 0, AN € N* tel
que VN <n<metx €A onald," . fu(x)]=1[Sm— S <e.

Théoréme 3.2.1 ( Condition suffisante pour la convergence uniforme d’une série de
fonctions )

S’il existe (an)n>0 C R telle que Vn € N et Vo € A, on a |fu(z)| < a, avec Y, ~qan
convergente, alors Zn>0 fn est uniformement convergente sur A. -

Preuve
.

Théoréme 3.2.2 A # { } et (fn)n>0 une suite de fonctions contiinues définies sur A.

Alors, si ano fn est uniformement convergente, la somme est continue.
Preuve

.

Théoréme 3.2.3 (f,),>1 C CV(Ja,b]) telle que
i) Jxo €]a,b] tel que Y-, -, fu(wo) converge;
i) Y >0 fn est uniformement convergent sur la,b| et a pour somme une fonction u.

Alors Y oo fn est uniformement convergente sur |a,b[, la somme S est une fonction de

classe CV) et
+o0o +oo '
> = (Z fn>
n=1 n=1

Preuve

0.
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24 Série de fonctions

Théoréme 3.2.4 (f,), C CY([a,b]) a valeur dans R ou C. On suppose que > 0 fn
converge uniformement sur [a,b] vers une limite S. Soit xq € [a,b] et notons par F, la
primitive de f, sur [a,b] qui s’annule en xq. Alors, ano F,, converge uniformement sur
la, b] vers fmo S(t)dt.
En d’autre terme :

/ <§ fn(t)dt> _ g (/ fn(t)dt>

La convergence de la série du second membre étant uniforme sur [a,b].

Preuve

.
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CHAPITRE QUATRE

SERIES ENTIERES

—+00
On s’intéresse aux séries de fonctions qui sont de la forme E a,z" ol les a, € C et
n=0
z € C ( variable ). Ces séries particuliéres sont appelées séries entiéres.

4.1 Rayon de convergence

+00
Théoréme 4.1.1 Soit E a,z" une série entiere. Si la série converge pour un nombre

n=0
compleze zy # 0, alors elle est absolument convergente Vz € C vérifiant |z| < |z|.

Preuve

La suite (a,2{)n>0 convergeant vers 0 est bornée. Il existe donc un réel K tel que pour
chaque entier n on a |a,z{| < K. Soit alors z € C vérifiant |z| < |zo|; pour chaque entier
n nous pouvons écrire

lanz"| = |anzl].| =" < K|Z|" avec | =] <1
20 20 20

ce qui implique évidemment la convergence absolue de la série de terme général a,,z".

0.

+oo
Théoréme 4.1.2 Soit Zanz” une série entiere. AR € [0, +oo[, et un seul, possédant

n=0
les propriétés suivantes :

i) Yz, vérifiant |z| < R la série est absolument convergente ;

ii) Yz vérifiant |z| > R la série est divergente.

Preuve
Considérons l'ensemble de réels
+o0
A = {|z| tels que la série Z a,z" converge}

n=0
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26 Rayon de convergence

Cet ensemble n’est pas vide car 0 € A. Si A est majoré nous posons R = sup A sinon
R = +o00. D’aprés le lemme d’Abel, le nombre R ainsi défini posséde les propriétés requises.

[l n’y a pas qu'un nombre R qui posséde les propriétés i) et 7). S’il existait un second R’
+oo

tel que R < R, pour un élément z € C vérifiant R < |z| < R/, la série entiére Z%Z"
n=0
serait simultanément convergente et divergente, ce qui est absurde.

L.
+oo
Définition 4.1.1 1) FEtant donnée une série entiére Z anz", l'unique nombre R vé-

n=0
rifiant les conditions 1) et ii) du théoréme précédant, est appelé rayon de conver-

gence de la série .
2) Soit la fonction

o0 o
z — ZE:'ET
n=0
la fonction ¢ est appelée fonction exponentielle.
On le note
e =d(z2) =) o]
n=0
+oo
3) On appelle série dérivée d’une série entiére Z a,z", la série entiére
n=0
+o0
Z(n + 1an12".
n=0

1l s’agit de la série entiére obtenue en dérivant formellement terme a terme la série

donnée.

Proposition 4.1.1
“+o00 +oo

Soient E a,z" et E b,z" deux séries entiéres dont les rayons de convergence respectifs

n=0 n=>0
sont R et R'. Alors
+o0o

i) La série entiére E (an + by)2" a un rayon de convergence > min(R, R').
n=0
+oo n

ii) La série entiére E ( E agbn—r)2" a un rayon de convergence > min(R, R').
n=0 k=0

Preuve

0.
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Théoréme 4.1.3 Une série entiére et sa série dérivée ont le méme rayon de convergence.

Preuve

0.

4.2 Propriétés des fonctions définies par une série en-
tiére

Théoréme 4.2.1 Soit R le rayon de convergence d’une série entiére

Zanz” =ag+ a1z +ayz® + ... +a,2" + ...

n=0
Alors ¥p € [0, R|, la série est uniformement convergeante sur D(0,p) ( D(0,p) étant le
disque ouvert centré en 0 et de rayon p ).

Preuve
La série de terme général a,, = |a,|p™ est clairement convergente. Pour z € D(0,p) et n

entier quelconque nous avons |a,z2"| < «,, d’ot le résultat d’aprés le théoréme ?7.
0.

Théoréme 4.2.2 f est continue en chaque point de D(0, R).

Preuve
Etablissons la continuité de f en un point zg € D(0, R). Fixons un réel p tel que |2| <
p < R. Toutes les fonctions s, sont continues sur Df(0, p) il s’ensuit d’aprés la remarque
précédente, que la restriction de f & D(0, p) est continue. Puisque zy est un point intérieur
de D¢(0,p), f est continue en z; en tant que fonction définie sur D(0, R).

1.

Théoréme 4.2.3 Soit g la fonction définie Vx €] — R, R| par g(z Zan . Alors g

est dérivable en chaque point x €] — R, R] et

d () = a1 + 2a07 + 3azz* + ... + (n + Day1an12™ + ...

+o0 x
Soit f 1] — R, R[— C par f(z) = Z ajl La". On aVr €] — R, R, f(z)= / g(t)dt
n=1 0
Preuve

11 suffit d’appliquer les théorémes correspondant sur les suites de fonctions dérivables.
.
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28 Application sur la fonction exponentielle réelle et la fonction exponentielle complexe

Remarque 4.2.1 En appliquant succéssivement le théoréme précédent a ¢, g, ¢®,...,

on en déduit que g est de classe C*> et

™) (0
Gozg(o)a ai :g/(0)7 sy Qp = g n|< )7
Théoréme 4.2.4 Soient
“+o00 +o00
Zan:a0+&1z+...+anz”+... et an:bo+blz+...+bnz"+...
n=0 n=0

deuz séries entiéres qui onl pour rayon de convergence respectifs R > 0 et R’ > 0.
Sl existe r tel que 0 < r < min(R, R') tel que Yz vérifiant |z| < r, on a

—+o00 —+00

E 2" = E b,2".

n=0 n=0
Alors, pour chaque entier n >0, a, = b,

Preuve
Notons u, v les fonctions définies respectivement sur | — R, R[ et | — R, R[ par

+00 +oo
u(z) = Z apx" et v(x) = Z b,x".
n+0 n=0

Les fonctions u et v sont de classe C* et coincident sur l'intervalle | —r, [, on a donc, pour
chaque entier n > 0, u(™(0) = v™(0) d’ott le résultat d’aprés la remarque précédente.
En d’autre termes, deux fonctions définies par des séries entiéres qui coincident sur un
voisinage de 0 sont égales. [].

4.3 Application sur la fonction exponentielle réelle et
la fonction exponentielle complexe

Exemple

chz=62+672—1+ 2+z—4+ + - +

2 20 4l (2n)!
shz :ez ez + Z—3 + ...+ = +

2 1 3l (2n+1)
cosz:eiz+€_izzl—z—2—|—z4—{— (1) 520 .

2 20 4l (2n)! 7
s et g ot (1) 42041

2 o3 (2n+1)!

M. DOSSO, mouhamadou.dosso@Quniv-fhb.edu.ci ©Version 2015 UNIVAC-ENS ()



29

Chacune des séries considérées a un rayon de convergence égal a +o0o. On a :

ch(z) + sh(z) =e
cos(z) + isin(z) =
cos(z) = h(zz

~  ~—

sin(z) = —,sh(zt
i

4.4 Développement en série entiére des fonctions usuelles

Soit f : V — R tel que V C R.
Va € V, il existe une suite (a,)n>0 C R et r > 0 tel que Vu vérifiant |[a —u| <7 on a

+o0o
flu) = an(u—a)"?
n=0
Exemple 4.4.1
g R* — R
r = 1
Va € R,
1 1

pour |z —al < |a|, on a :

On prend r = |al.

Remarque 4.4.1 Les fonctions qui admettent un développement en série entiéres sont

nécessairement de calsse C> sur un voisinage de 0 et pour chaque entier n > 0, a, =
0

n!

Définition 4.4.1 Etant donnée une fonction f définie sur un voisinage de 0 et de classe

0
C*>, la série Z / '< ):E" est appelée la série de Mac Laurin de f.
n!

Remarque 4.4.2 Soit f € C*™ sur un voisinage de 0. Existe-t-il un réel r > 0 tel que la
série de Marc Laurin de f converge sur Uintervalle | —r,r| ¢
On montre qu’il existe :

i) des fonctions f dont le rayon de convergence de la série de Marc Laurin est égal &
0.
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30 Développement en série entiére des fonctions usuelles

ii) des fonctions dont le rayon de convergence de la série de Marc Laurin est > 0; la
fonction égale a la somme de la série de Marc Laurin étant différente de f.

Exemple 4.4.2 Les rayons de convergeance des séries suivantes sont tous égals a +o00.

N r z" X 2k
e :1+_+_+'”+H+"':;H
=0

1 21
loga (loga)? (loga)™ > (loga)*
r __ _xloga __ 2 n - k
af = =14 a4 :c+..._kz S
=0
1 4 g2+l +o0 p2k—1
chr=1+—+—4+...+ ——+ ... =
20 4! (2n+1) P (2k —1)
3 46 22+l +oo p2k—1
hx = —t =t F—t.. =
A T O s £ (2 —1)!
O B . p2ntl +oo (_1)k71x2k71
SinT =T — o + =] +(-1) 2n+1) + 2 2k 1)
oS ! g2+l +o0 p2k—1
=1 —4+—— ... 1)t ... = B
cose =L = grt gy Gt ;( N oTy

Exemple 4.4.3
f R —- R

o= f(z)

0 st <0
e P st x>0
fec™ et f™(0), Vn > 0.

La série de Marc Laurin de f a un rayon de convergence égal o +00. D’autre part, la
somme de cette série de Marc Laurin est la fonction égale a 0 qui est différente de f.

Théoréme 4.4.1 (Formule de Taylor avec reste intégral )
Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C™"+Y. Alors

n!

P+t O ooy 4 [FOZ s
Preuve

On démontre le résultat par récurrence sur I'entier n. La formule est vraie lorsque n =0
car, la fonction f étant de classe CV on a

f@—ﬂ@—/f@ﬁ
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Suppons que la formule soit vraie pour un entier n > 0 et montrons qu’elle est encore
vraie pour l'entier n + 1. Soit f une fonction de classe C"*2. Elle est en particulier de
classe C"™1; nous pouvons alors écrire

b—a b—a)" ., -t .,
10 = f@)+ 52 @ o L o+ [T
La fonction f*1 étant de classe C!, nous pouvons transformer le terme complementaire
par une intégration par parties en posant u(t) = f"*V(t) et u/(t) = (b;—f)n Nous obtenons

alors

Ce qui conduit & la formule voulue. [J

La formule de taylor permet de donner une condition suffisante pour qu’une fonction
posséde un développement en série entiére.

Théoréme 4.4.2 Soient r > 0 et f € C® tel que f : | —r,r[—= R. On suppose qu’il
exviste M € R tel que ¥n > 0 et Vo €] —r,7[, on a |f™(x)] < M alors la série de Marc
Laurin de f converge uniformement vers f sur|—r r|.

Preuve
Soit = €]r,r[; d’aprés la formule de Taylor avec reste intégral nous pouvons écrire, pour
chaque entier n,

f'(0 ™ (0
0, L0

R (z) /0 TE = ) gy,

" + R, (z)

avec

n!
Nous avons alors

x _ A\n n+1
Rl <1 [ i <

,,,n+1

mM = 0 le résultat en découle. O

puisque lim,,

Rappel de quelques resultats connus

1 2 n +§Oo:k

1 <=
=l—x+4+22+ . . +(=D)"2"+..= —1)kgk

— (-1) > (-1
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32 Développement en série entiére des fonctions usuelles

+o0 +o0
Ces séries Zm” et Z(—l)”x” convergent uniformement sur tout intervalle | — p, p|
k=0 k=0

avec 0 < p < 1.
On en déduit en remplacant = par 22 ; ce qui nous donne les développements suivants :

1 o
- 2:1—|—x2+x4—|—...+x2"+....:Zx%
-7 k=0
1 o
e =l—z?+a'+ .+ (=) + .. = Z(—l)kx%
k=0

+oo +o0

Les série suivantes Z 2 et Z(—l)kx% convergent uniformement sur tout intervalle
k=0 k=0

[—p, p] avec 0 < p < 1.

Théoréme 4.4.3 Soit « € R. La série entiére

“+o00
—1)...(a— 1 —1 — 1. (a— 1
Solamolamnil) gy, e, elesDolomntl),,

n=0

(4.1)
converge uniformement vers la fonction (1 4 x)® sur chaque intervalle [—p, p] tel que
0<p<l.

Preuve
Si @ € N, on obtient le résultat par développemnt de (1 + z)* en utilisant la formule du
binéme. Supponsons que « ¢ N.
Fixons un réel p € [0, 1]. Nous savons que la série (??7) a un rayon de convergence égal a
1.
Notons f la fonction définie sur | — 1, 4+00] par f(z) = (1 + ). Cette fonction f est de
classe C(*) et, pour chaque entier #> 1, nous avons

f(2) =ala —1)..(a —n+1)(1 +2)*™
F™@)(0) =(a(a —1)...(a —n +1).

La formule de Taylor avec reste intégral appliquée entre 0 et  (|z| < 1) donne

-1 —1)...(a — 1
(1—x)a:1+aw—|——a(a ):1:2+...+a(a Jla—n+1)
2! n!

"+ R, (z)

avec

O

Exemple 4.4.4
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Vitao=1+a)?=1+2 4 4 (=11 12=Cedpn g

_ T n1.3...2n—1) on
L _1—§+m+04)3zﬁmw2+m

Vit
1 _ z 1.3...2n—1) 2n
m—1+§+...+w$2 + ...
Y odx
<1, slog(1 = —
pour |z| on a :log(l+ x) T
.CC2 n—lxn
logl+z)=0——+ ..+ (=1)"""—+ ...
2 n
2] <1, on a Arcsi / dt
our |z , on a Arcsinx = —_—
P 0o V1—1t2
= Aresi N 7 - 1.3...(2n — 1) %! N
resine =T+ — + ...
2.3 2.4..(2n) 2n+1
Toodt
Ve € R, Arctgr = ——, on a donc pour |z| < 1,
o 14122
133 x2n+1
Arctgr = v — — + ... + (=1)"
retgr = x S—i- + ( )2n+1+

toutes les séries qui sont au second membre convergent uniformement sur tout

intervalle [—p, p] avec 0 < p < 1.

Séries et Intégrales généralisées
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CHAPITRE CINQ

SERIES DE FOURIER

5.1 Rappels et calculs préliminaires

Soient z,y € R, m,n,p,q € N et k € Z. On rappelle les égalitées suivantes :

1

cosz.cosy = [cos(x +y) + cos(z — y)]
1

SinT.siny =3 [cos(x —y) — cos(x + )]
1

SINT.Ccosy =3 [sin(x 4+ y) + sin(x — y)]

De ces trois égalités, on en déduit les intégrales suivantes :

27 sl p=gq =
/ cos(px).cos(qr) =< m si p=qg>1
| 0 si p#q

T si p=q>1

/ sin(pzx).sin(qr) =
0 si p#£q oubiensi p=¢g=0

/ sin(px).cos(qx) =0
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36 Séries trigonométriques

Nous donnons d’autres égalités utililes pour ce chapitre

imzx ginw .
Ro(z) = 146 4 20 4y eime =) €7 Smd SL @72k
m+1 si =2z

B
wszn 5 x .
Sm(x) = 1+ cosx + cos2x + ... + cosmz = COS™y —einz ~ S T # 2km.
m+1 si x = 2km.
- om+41
. MS’LTLTx . 2 ‘
Tw(z) = sinx + sin2z + ... + sinmzx S1n= P si x # 2km
0 si x = 2km.
Ly, .

D) = sin‘geal” s x# 2k,

m+ % si x =2km.

Km(x) [DO< >+ .+ Dm 1 Qm[ sinZ ] S? T 7é D1

5 si o= 2kr

5.2 Applications périodiques

Définition 5.2.1 On dit qu’une fonction f : R — C(ou R) est périodique de période
T € R (on dit aussi T-périodique) si, Y € C(ouR), on a f(x +T) = f(x).

Remarqons que ’ensemble des fonctions T-périodiques est un sous-espace vectoriel sur C.

Exemple 5.2.1 Les fonctions x — sin x et x — cos x sont 2w-périodiques (ici T = 27) ;

la fonction x — /T est (2 /T)-périodique.

N.B. : Une fonction définie sur un intervalle de longueur 7" peut bien sur étre identifiée a
une fonction T-périodique.
On utilise constament la propriété élémentaire suivante.

Proposition 5.2.1 Soit f une application T-périodique. Si f est T-périodique et continue
par morceau sur [0, T, alors pour tout vo € R, f est continue par morceau sur [xo, xo+ T

et U'on a ot T .
/ ()t = / oy
te) 0

5.3 Séries trigonométriques

Définition 5.3.1 Une série de fonctions de terme général f, est appélée série trigo-
nométrique, lorsqu’il existe deur suites (ay),~, €t (bn)n>1 de nombres réels, telles que
fo(t) = ao/2 pour tout t et, Yn > 1 et tout t, on a

fu(t) = aycos(nt) + b,sin(nt).
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En d’autres mots, la série est de la forme

n=1

+o0 +o0
Z fu(t) = ao/2+ Z (ancos(nt) + bysin(nt))

On écrit souvent la série trigonométriques sous forme exponenetielle. Posons :

1 1
co=ap/2 et Vn > 1, cnzé(an—ibn) et c_n:§(an+bn).

On obtient

fn(t) — Cneint 4 C_ne—int

qui conduit, au moins formellement, a ’écriture :

Z fo(t) = chemt.

n>0 nez

nt

Réciproquement il est clair qu'une série de fonctions du type E cpe™ est une série

nez
trigonométrique, avec ag = 2cq et, pour n > 1, a, = ¢, +c_p, b, =i(c, —c_,). Le lecteur

devra pourtant prendre garde a cette notation dont 'interprétation précise fait 'objet de
la définition suivante.

Définition 5.3.2 On appelle, pour p € N, p-iéme somme partielle de la série trigonomé-
trique Z cn€™ la fonction de R dans C définie par
ne”L

n=p
nt
Sp = E Cne

n=-—p

On dira que la série est convergente (simplement, uniformément) lorsque la suite de fonc-
tions (Sy) converge (simplement, uniformtement). On dira que la série converge norma-
lement si la série de fonctions (c,e™ + c_,e™™) converge normalement.

o) +oo
Lorsque les séries > |a,| et > |b,| convergent, i.e. lorsque les séries g a, et g b, sont

n=0 n=0
absolument convergentes, on voit que la série trigonométrique correspondante converge

normalement. La fonction somme est alors (d’aprés le résultat général sur les séries de
fonctions) une fonction continue et 27w-périodique.

Proposition 5.3.1

L’ensemble D des points ot la série trigonométrique converge simplement est invariant
sous effet de la translation t — t + 2w, et la fonction somme S est 2w-périodique. Si la
série converge normalement sur un intervalle I de D, la fonction S est continue sur I.
C’est notamment le cas lorsque les séries de termes généraux a, et b, sont absolument
convergentes.
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38 Séries trigonométriques

Remarques 5.3.1
Si les séries Yy |an| et Y |bn| convergent,
.. Qo B .
* La série ) + Z aipcoskx converge pour chaque réel x & 277.
k=1

+o00
* La série Z bpsinkx converge Vx € R.
k=1
* Lorsque la série a terme général |a,| + |b,| converge, la série trigonométrique

Qo

+o0
5 + Z(akcosk‘x + bgsinkx)

k=1

est uniformement convergente sur R.
+oo
* Lorsque g n*(Jan| + |ba]) converge, la fonction égale a la somme de la série est

n=1
de classe CF

Proposition 5.3.2 Soit g cne™ une série trigonométrique normalement convergente

neez
sur [—m, | et S(t) sa fonction somme. Alors la fonction S(t) est continue sur R et 'on

a, pour tout n € 7,

1 i ,
= — t)e "t
c 27T/_WS()e

Si de plus la série trigonométrique Z S(t)e™™ des dérivées est normalement convergente,

nez
de somme Sy, la fonction S est dérivable avec S" = 5.

Preuve
La fonction somme S est continue par la théorie générale et 2m-périodique. De plus on a

/ S(t)e Pdt = ch/ e (Pt

i neL

On utilise alors le lemme suivant

™

Lemme 5.3.1 Soit k un entier relatif et I(k) = / e*dt. On a

—Tr

[ 0 st E#0
H@_{zwsik:o

La dérivation de S est directement donnée par le théoréme de dérivation des séries de
fonctions. [
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5.4 Séries de Fourier

Pour faciliter les notation, on suppose que toutes les fonctions sont 2w-périodiques,
c’est-a~dire que 7" = 2m. Si nous avons une fonction T-périodique (avec T' # 27), l'en-
semble des définitions et résultats de ce chapitre s’applique s’appliquera aux fonctions
T-périodiques, a condition de remplacer & chaque fois les fonctions 2m-périodiques t +—>
cos(nt), t — sin(nt) et t — ™ respectivement par les fonctions t — cos(2mnt/T),
t — sin(2mnt/T) et t > ™7 qui sont T-périodiques. On note £ I'ensemble des fonc-
tions 27-périodiques et continues par morceaux sur chaque période. £ est un espace vec-
toriel sur C( ou sur R si on se limite aux fonctions a valeurs réelles).

5.4.1 Coefficients de Fourier

Définition 5.4.1 Soit f une fonction 2m-périodique et continue par morceau sur |—m, .
On appelle coefficients de Fourier exponenetiels de f les nombres complexes ¢, définis
pour tout n € Z par

1 [ ,
= — t)e "dt.
=5 | (e

Les coefficients de Fourier trigonométriques sont les nombres définis par
o) = [ rieys
1 K
an(f) :—/ f(t)cos(nt)dt, pour n > 1,
™ —T
1 ™
by (f) :—/ f(t)sin(nt)dt, pour n > 1.
™ —T

On convient parfois de prendre aussi que by(f) = 0, pour faciliter ’écriture de certaines
formules.

Exercice 5.4.1 1. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction 2m-périodique f
définie sur [0, 2n| par f(z) = z*.
2. Soit f une fonction de & et g la fonction de € définie par g(t) = f(t+a) ot a est
un réel fixé. Calculer les coefficients de Fourier de g en fonction de ceux de f.

Remarques 5.4.1
Si S est la somme d’une série trigonométrique > c,e™ normalement convergente, les
coefficients de Fourier trigonométriques de S sont les c,,.

On donne ci-dessous quelques propriétés simples de ces coéfficients de Fourier.
1. La valeur moyenne de [ sur une période est égale a ag.

2. Dans chacune des définitions ci-dessus, l'intervalle [—m, 71| peut étre remplacé par
n’importe quel intervalle de longueur 2.
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St f est une fonction a valeurs réelles, a,, et b, sont réels et ¢, = c_,, pour tout n.
Si f est une fonction paire, alors ¥n > 1, b,(f) = 0.
Si f est impaire, alors ¥Yn >0, a,(f) = 0.

S S S

On a, pour tout n € N*, les relations a, = ¢, + c_p, b, = i(c, — c_,) €t ¢, =
(an —iby) /2, c_p = (an + 1by) /2.
7. L’application £ 5 f > c,(f) € C est linéaire :

(A S + p.g) = Aen(f) + pocalg)-

8. On a lestimation suivant :

1

el f)] < %/ F(0)]dt.

9. pour x € R, on peut écrire
1 [" 1 o, .
s(f)(x) =— f(t)[§ + costcosx + sintsinz + ... + cos ntcos nx + sin ntcos nz|dt
™ —T
1 [" 1
== f(t)[§ + cos(t — x) + ... + cos n(t — x)]dt
™ —T

:% /_ﬂ ft)Dy(x — t)dt = %/_ﬂ f(z — 1) Dn(t)dt
1 s

™

1 / [F@+ 1)+ f(z = )] Da(t)d

La propriété suivante porte le nom de lemme de Riemann-Lebesgue.

Proposition 5.4.1 Soit f une fonction de E. Les suites (a,(f)), (bn(f)), (ca(f)) et
(c_n(f)) (n € N) des coefficients de Fourier de f sont convergentes et ont pour limite

0.

Cette propriété ci-dessous montre que deux fonctions continues et distinctes ne peuvent
avoir les mémes coefficients de Fourier car il existerait un point ou la différence de ces
deux fonctions serait continues et non nulles.

Proposition 5.4.2 Soit f une fonction continue par morceaux et périodique. S’il existe
un point ¢ € [—m, | tel que f(c) # 0 et f soit continue en c, alors les coefficients de
Fourier de f ne sont pas identiqguement nuls.

5.4.2 Séries de Fourier. Cas des fonctions réguliéres

Nous venons de définir les coefficients de Fourier d’une fonction périodique f dont nous
avons seulement supposé qu’elle était continue par morceaux. On a la définition suivante :
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Définition 5.4.2 La série trigonométrique
+o00
s(f) = % + ;[ak(f)cos kx + bysin kx]

est appelée série de Fourier de f.

Exemple 5.4.1

R - R
La fonction o T x  est 2m-périodique sur [0,2x]. f € C' par morceauz sur
x
2
0,27]. on @ a, =0 et b, =%, Vn.
+oo .
sin nx
Alors s(f) =
(£) Z -

Nous nous intéressons maintenant a la série trigonométrique dont les coefficients sont
les ¢, (f) et que 'on appelle série de Fourier de f. La question naturelle est de savoir si
cette série trigonométrique converge et dans ce cas si sa fonction somme est f. La question
naturelle est de savoir si cette série trigonométrique converge et dans ce cas si sa fonction
somme est f. Par contre, et c’est 'objet de ce paragraphe, on peut voir assez facilement
que c’est bien le cas pour les fonctions périodiques qui sont suffisamment réguliéres, c’est
a dire plusieurs fois dérivables. On a cette premier résultas :

Proposition 5.4.3 Soit k un entier strictement positif, f une fonction 2m-périodique,
(cn(f)) la suite des coefficients de Fourier exponentiels de f. Si f est k fois continument
dérivable sur R, alors il existe un réel M > 0 tel que pour, tout n € Z \ 0, on ait

M
len(F)] < Tl

Preuve
Supposons que f est continument dérivable. En intégrant par parties et puisque f(27) =
f(0), on obtient :

11
mn 2m

_ 1 /’27" f(t) —intdt _ /271— f/(t) —intdt
Cp = o ; e = ; e s

et donc : 1
len(f)] < —sup{[f' ()], € [0,27]}.

n|
Dans le cas d’une fonction f de classe C* avec k > 1, il suffit de montrer par récurrence
de la méme maniére que :

1 2 )
o (k) —int
cn(f)——<m)k/0 FO ($)e=int gy,
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42 Séries de Fourier

de sorte que

21
MWSLLAW%W

|n|k 27

1 2

On peut prendre M = 5= Jo |f®)()|dt ou M = sup, | f®)(t)|. O
s

On en déduit la proposition suivante

Proposition 5.4.4 Si f est une fonction 2m-périodique de classe C* sur R avec k > 2,
alors la série de Fourier de f est normalement convergente et sa somme est f.

Preuve
Puisque l'on a |, (f)] < M/n?, la série trigonométrique > c¢,(f)e™ est normalement
convergente. On a vu que les coefficients de Fourier de la fonction somme S sont alors
égaux a ceux de la fonction f. Puisque f et S sont continues, la proposition 5.4.2 entraine
I'égalitée f= 5.0

N.B. : La Proposition 5.4.4 dit que toute fonction f(¢) 2w-périodique suffisamment
réguliére peut s’écrire (& une constante prés) comme superposition d’harmoniques, c’est
a dire de fonctions de la forme agcos(kx) et bysin(kz). Ces fonctions ont 7' = 27 /k pour
période, et pour fréquence v = 1/T = k/2x. Le spectre du signal f(¢) est alors ’ensemble
des entiers k pour lesquels ¢, # 0, et I'énergie du signal a la fréquence k/271 est par

|Ck| = \/CL% + bi

Exercice 5.4.2 Soit f la fonction paire et 2m-périodique définie par f(z) = x(m — x) sur

définition le nombre réel positif.

0,m|. Calculer ses coefficients de Fourier trigonométriques et montrer [’égalité
g g

2 1
T

n>1

5.4.3 Convergence au sens de Cesaro

On rappelle que lorsqu’une suite (z,),>1 de réels converge vers [ € R, alors la suite

r14+xo+...+Tn

des moyennes ( p

)n>1 est convergent vers [.

Cependant, la suite des moyennes peut étre convergentes sans que la suite initiale converge.
Exemple :((—1)"),5.
Définition 5.4.3 On dit qu’une suite (x,),>1 converge au sens de Cesaro lorsque la suite
des moyennes (HHatatin

n )nzl
Soit f une fonction 2n-périodique et continue par morceau sur [0, 27].

est convergentes.
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Vm=1,2,...etx €R, ona

om(f)(x) Z% z_: se(f)(z) = % i Flz — t)[Do(t) + m—i— Dm,l(zﬁ)}dt

:% fo— DKo (t)dt = /Oﬂ[f(x 1)+ fla — O] Kon(t)dt

Théoréme 5.4.1 Soit f une fonction 2m-périodique de R — R qui est, de plus, continuue
par morceauz sur | — m, |

Vo € R, la suite (0 (f)(2)),,5, converge vers 5[f(x™) + f(z7)].

5.4.4 Théoréme de convergence simple de Dirichlet

On dira qu'une fonction f continue par morceaux sur [0, 27] est continument dérivable
par morceaux (on dit aussi C! par morceaux) sur cet intervalle s’il existe une partition de
[0, 27[ constituée d’un nombre fini d’intervalles [a;, b, tels que f est dans chacun de ces
intervalles |a;, b;[ la restriction & Ja;, b;| d'une fonction de classe C' sur [a;, b;].

Théoréme 5.4.2 (Théoréme de Dirichlet) Soit f une fonction (2m)-périodique, conti-
ndment dérivable par morceaux et xy € [0,2w]. Alors la série de Fourier de f converge
simplement en xq et sa somme est

flag) + f(zq)
2

ot f(xg) et f(zg) sont les limites a droite et a gauche de f en xo. Si de plus f est continue
en xo, sa série de Fourier converge simplement en xq vers f(xo).

5.4.5 Convergence de s(f)

Lemme 5.4.1 Si f € CY par morceaur définie sur Uintervalle [a,b] alors il existe A € R

tel que
A

b b
A
Vn > 1, ]/ f(t)cos ntdt| < — et |/ f(t)sin ntdt| < —
a n a n
Théoréme 5.4.3 (de Hardy )
S0it (Tn),59 C R (ouC). On suppose qu’il existe A € R tel que Vn € N, on a |z,| < %.

On note , Vn > 1,

Sp =1+ ... + T, pour n >0
_S1 + ...+ 8y

op =——— pour n>1
n

Alors, si la suite (0,), converge vers un réels s, la suite (s,), converge aussi vers s.
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44 Séries de Fourier

5.4.6 Convergence en moyenne d’ordre 2 ( Formule de Parseval)

Théoréme 5.4.4 Soit f une fonction de R dans R, 2m-périodique et continue par morceau

sur |—m,mw|. Alors

T

1) lirf |f(z) — s (f)|?dx = 0 (converge en moyenne d’ordre 2) ;
n—-+0oo o
1 ™ CL2 +oo

i) — 2dp = 20 2, 12 p ‘

i) T /_W |/ (t) d 5 +;(%+bn) ( formule de Parseval )

Exemple 5.4.2 La formule de Parseval, appliquée a la fonction 2m-périodique f égale a

== sur [0,27], donne
+o0

1 2w _ 2 2 1
_/ (m—2)y T _N 1
0

T 4 6 — n"

Exemple 5.4.3 Soit f : R — R 2rw-périodique égale a 1 — :""72 sur [—m,m]. Calculer les
coefficients de Fourier de f. En déduire les valeurs de :

1 1 1
Zﬁ’ Z(2n—1)2 » Lapt
n>1 n>1 n>1

Solution

[ est paire = Vn by (f) = 0 par ailleurs, ag = ao(f) = = [ (1 — fr—z)dt =get

2 [7 t? -2 [T
Vn>1, a,=a,(f) == [ (1— —=)cosntdt = — | t>cos ntdt
T Jo 72 ™ Jo

an = (—=1)""' = (apres une double intégration ).

La fonction f est continue de classe CV) par morceaur. Sa série de Fourier converge

simplement ( et méme uniformement ) vers f. Ce qui s’écrit

22 a4y N 2 4 X (-1
Vo € [—m, 7], f(x)zl—;z;—i-;ancosnx:g—ﬁn1 — oS T
-siz=mona:0=2—-243 "L = :ﬁ#:%z7
Ssiz=0,0mail=5-%Y 5 = LA -5
donc
f 1 _1[§ 1 X (=1
“~ (2n — 1) 2 f=n? =
_1(7T2+71'2>_7T2
26 127 8
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D’apres égalité de Parseval, on a :

4 13X 16 8 R
§+§; = —, donc — = —

nirt 15’ nt 90

n=1

—T

[ s = S+ Yo+ 0,
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Deuxiéme partie

Travaux dirigés et Anciens sujets
d’Examen
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CHAPITRE SIX

TRAVAUX DIRIGES

TRAVAUX DIRIGES N°1 de D’ANALYSE 3

Exercice 6.0.1 Convergence et calcul des intégrales suivantes.

+00 +o0 d +oo jarctan x
(1) / e “dx. (1v) / L (vid) / ¢ e
0 o 14z 0 1+ 22

too g +oo ) too g
(id) /1 W /0 vedr. (viid) /2 =

U dx Foo ™2 cos x
11 —. vl ze *dz. 1T )
i) [ S5 [ ) [

On rappelle que limy_, o arctanA = 5 et limg, o arctanA = —3.

Exercice 6.0.2 Déterminer la nature des intégrales suivantes. On pourra chercher leur

primitifs.

(4) /O m‘i—f. (i4) /0 m %. (idi) /0 e (iv) /_ i%

Exercice 6.0.3 Déterminer la nature des intégrales suivantes. On pourra comparer & des

intégrales de références.

. +001—COS.CE +o0o .CEQ lem
1 1,2 1 1 cos x
(id) / COS T 1o (iv) / LAY (v3) / e
o VT o T i

Exercice 6.0.4

(i) Montrer que f0+°° ﬁd:ﬁ converge.
(ii) En faisant le changement de variable x = tan®, calculer l’intégrale précedente. On
rappelle que sin®0 = $(1 — cos(20)) et lima_, o0 arctanA = 2.
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50 CHAPITRE 6. TRAVAUX DIRIGES

Exercice 6.0.5

(i) Montrer que f;oo —~-dz converge.
(ii) Vérifier que
Lo 2 1]
-1 2241 -1 o+1

(11i) En déduire la valeur de l'intégrale.
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TRAVAUX DIRIGES N° 2 de D’ANALYSE 3
(Séries Numeériques et Suites et séries de fonctions)

Exercice 6.0.1 Etudier les séries de terme général :

— __ n+cosn
1. =1- fo (1 —3x wdr 6. Zp = 1e"+sinn
2. v, = 0" ls—’fjgxx 7. a, = Tsm(%)
3. w, = (L) 8. = o
4. =In(1+1) 9. ¢ =/[" \/icos tdt
— _n" — (=yr _
5. Yo = o 10, dy=,/1+ 2 1

Exercice 6.0.2 Soit « € R™. On pose, pour n > 1,

. 1
un::jg:zzszzﬁg.

k=1

Etudier la nature de la série > 1 Un

Exercice 6.0.3 Nature et somme des séries sutvantes :

2%_3 2%_2n
1.Z”n” Q.Z”n! 325[7”2}

n>0 n>0

Exercice 6.0.4

Ve 7 - . . 6
1. Décompososer en éléments simples la fraction A @)

iy 1
2. Sommer la série Y, -\ 1oz

Exercice 6.0.5
Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :

a) fn(z) = 2", pourxz € [0, 1]. d) fulz) = %, pour x € [0, 1].

b) fu(x)=2a", pourz € [0,a] avec a <1, e) fu(z)=e""sin(nx) pour x € Ry, pour
pour x € [0,1] x € [a,+00] (avec;a > 0).

c) folz) =2™(1 —x), pour x €[0,1]. f) fn(x) =nzx, pour x € |0, %[,

folz) = ”(”"Tnl), pour T € [%,1]

Exercice 6.0.6
Soitn > 1 et f, : R — R la fonction définie par

t
fat)=¢e"—(1+ 5)" si t>-n, fo(t)=¢" si t<-—n.

Séries et Intégrales généralisées M. DOSSO, mouhamadou.dosso@Quniv-fhb.edu.ci ©Version 2015



52 CHAPITRE 6. TRAVAUX DIRIGES

a) Montrer que la restriction de f, a [0,+00[ est croissante. En déduire que (f)n>1
converge uniformément vers 0 sur tout intervalle [0, a] avec a > 0.

b) Montrer que la restriction de f, a ] — oo,0[ est positive, atteint son mazimum en
un point T, et que la suite (x,),>1 admet —2 pour limite.

¢) En déduire que (fn)n>1 converge uniformément sur | — oo, 0.

Exercice 6.0.7
Fonction définie par une série

o0

f(z) = Z(arctan(x +n) — arctan(n))

n=0

1) Etudier la convergence simple, uniforme, de f
2) Montrer que f est de classe CV) sur R.
3) Chercher une relation simple entre f(x) et f(xz +1).

4) Trouwver limg_ oo f ().

Exercice 6.0.8 Convergence de f™
Soit f € CY(R). On définit la suite (fr)nsNset par fn = f (dérivée n-éme). On suppose
que (fn)n>1 converge uniformément vers p. Que peut-on dire de ¢ ¢

Exercice 6.0.9 > sin(n)/n
Pourn € N* et x € [—1,1] on pose u,(z) =

z"sin(nx)
n

1) Montrer que la sériey . u,(x) converge uniformément sur [—1,1] vers une fonc-
tion continue, f.

2) Justifier la dérivabilité de f sur | — 1,1[ et calculer f'(x). En déduire f(x).

3) En déduire la valeur de > °7 20,

n=1 n
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TRAVAUX DIRIGES N° 3 de D’ANALYSE 3
(Séries entiéres et séries de Fouriers)

Exercice 6.0.1 Calculer les rayons de convergence R et les somme des séries entiéres

suantes

2.n n n

SDILEIND pe

n>0 n>2
x3n+1 "

b) d ) ——=

; 3n+1 HZZI n(n+1)

FEtudier ces séries en x = R et x = —R.

Exercice 6.0.2 Calculer la somme de la série entiére de terme général u,(x) = %cow%T”.

Exercice 6.0.3 Déuvélopper en série entiere la fonction [ :+— In(z? + 2z + 4).

Exercice 6.0.4 Déterminer une série entiére solution de

{y”+xy =2+ x+2
y(0) =1 '(0)=1

Exercice 6.0.5 Soit S(z) =" (Dra?re e

n=1 n
1) Montrer que S est continue sur [0, +o00[
2) Montrer que S est dérivable sur [0, +00]

3) Calculer S'(z) sur [0, +o00[ et en déduire S(x)

Exercice 6.0.6

1) Déterminer une série entiére solution de l’équation différentielle

{xy”—y: 4+ x—1
y(0) =1, ¢(0)=1

2) Sur Uintervalle [—A, A], établir une majoration du reste d’ordre N de la série,
magjoration indépendante de x.

Exercice 6.0.7 Dévélopper en série de Fourier la fonction 2m-périodique impaire definie
sur [0, 7] par f(z) = x(m — x)

En déduire A = Z:OT) Z(nj—l)d B = Zn 0 2n+1)6

Exercice 6.0.8 Déuvelopper en série de Fourier la fonction 2m-périodique définie sur | —
7, 7| par f(x) = 2*

L7 _ +oo ()71 _ 00 _ 400
En déduire A = nl’B_ n:lT’C_ nOW’D n1n4 et B =
oo 1
n=0 (2n+1)%
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CHAPITRE 6. TRAVAUX DIRIGES

Exercice 6.0.9 Développer en série de Fourier la fonction 2mw-périodique définie sur

m, | par f(z) = |sin x|
En déduire > %7

n=1 4n2—-1-

Exercice 6.0.10 Soit f de période 27 telle que f(z) = 2% + 7z sur ] — m, 7|

1) Former le développement en série de Fourier trigonométrique de f ainsi que la
formule de Parsevale pour f

En déduire T2 © " puis S
2) Déduire le developpemem‘ de F de période 27 telle que F(x fo

En dédwire S

n1n6

Exercice 6.0.11 Déterminer le développement en série de Fourier de la fonction f de

de période 27 telle que f(x) = cos§ + sin?

En déduire la valeur de la valeur de

+o0 1
n=1 4n2—1

Exercice 6.0.12 Soit f la fonction de période 27 telle que

f(w):{ —m sur | = 0]

z®  sur ]0,7|

et soit ag + 3.2 (ancos nx + bysinnz) son développement en série de Fourier.

1) Déterminer en fonction de a, et b, les coefficients des développements en série de
Fourier de f', f7 et

2) En déduire pour n > 0 les valeurs de a,, et b,

3) A partir du développement en série de Fourier de f', calculer :2 W
4) A partier du dévéloppement en série de Fourier de f calculer ay et Iool (_7112)“

5) Déduire du développement en série de Fourier de f' la valeur de Y, % i m
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